

Solución de los Problemas. Capítulo 2 


[image: image39.wmf]2

2

2

8

ml

h

n

E

=


1. ¿Cuál es la longitud de onda asociada a un electrón que se mueve con una velocidad de 3.109 cm s-1? Si toda su energía cinética se transformara en un fotón ¿cuál seria la longitud de onda de ese fotón?

a) Teniendo en cuente el principio de L. de Broglie, la longitud de onda de una partícula que se mueve con un impulso p, viene dada por la expresión: 
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, por tanto 1º calculamos el valor del impulso

p = m.v= 9,1091.10-31kg. 3.109 cm s-1.10-2 m.cm-1= 2,7327 10-23 kg.m.s-1 
Teniendo en cuenta el número de cifras significativas correcto; p =3.10-23 kg.m.s-1
La longitud de onda asociada al electrón vale:
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Teniendo en cuenta el número de cifras significativas correcto: = 0,2 Å
b) La energía cinética de un electrón, Ec,  que se mueve con la velocidad, v, que dice el enunciado del problema y que por tanto tiene el momento lineal que acabamos de calcular es:
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                      =4,0991.10-16 J.

Teniendo en cuenta el número de cifras significativas correcto; Ec =4.10-16 J
Si toda esta energía pudiera transformarse en un fotón, entonces la frecuencia de ese fotón sería  E=h
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 y la longitud de onda del fotón sería 
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Teniendo en cuenta el número de cifras significativas correcto: = 5 Å
OBSERVESE QUE EN UNO Y OTRO CASO EL VALOR ES DISTINTO.
2. Calcula el impulso lineal y la longitud de onda asociada a

a) Un fotón de rayos X de frecuencia 2.1018 s-1
b) Una pelota de tenis de 45 g a una velocidad de 30 m/s

a) Teniendo en cuenta las relaciones entre la frecuencia, la longitud de onda y la velocidad de la radiación electromagnética
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Teniendo en cuenta el número de cifras significativas correcto: = 2 Å
El impulso de ese fotón será: 
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                                  = 4,3107.10-24 kg (m/s)

Teniendo en cuenta el número de cifras significativas correcto: p = 4.10-24 kg (m/s)
b) Los cálculos en este apartado del problema son idénticos a los realizados en la primera parte del ejercicio 1.
p = m.v= 45.10-3kg. 30 m s-1 = 1,4 kg.m.s-1 
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OBSÉRVESE EL DIFERENTE ORDEN DE MAGNITUD EN IMULSOS Y LONGITUDES DE ONDA
3. Calcúlese la longitud de onda asociada a las siguientes partículas:

a) Electrón acelerado por una diferencia de potencial de 100 V

b) Electrón acelerado por una diferencia de potencial de 10.000 V

c) Protón lento acelerado por una diferencia de potencial de 100 V

d) Bala de fusil de 5 g de masa y 400 m/s de velocidad

a) Tengamos en cuenta que si una carga e, está sometida a una diferencia de potencial V, la energía que adquiere es Ec= eV (carga x voltaje)
Esta energía cinética está relacionada con la masa m de la partícula, en este caso el electrón, y la velocidad, v, que adquiere, de la forma: 
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; en donde p es el impulso lineal o cantidad de movimiento. De manera que
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Teniendo en cuenta la relación de de Broglie relativa a la dualidad onda-corpúsculo; la longitud de onda asociada a ese electrón que se mueve en ese campo de potencial será: 
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Sustituyendo el valor de las diferentes magnitudes en esta última ecuación 
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Teniendo en cuenta el número de cifras significativas correcto (asumimos 3 cifras para el valor del potencial: = 1,23 Å
b)   Este apartado es idéntico al anterior, es también un electrón, pero ahora el voltaje es dos órdenes de magnitud mayor. Si se sustituye en la ecuación anterior se observará que la longitud de onda es un orden de magnitud menor = 0,127 Å
c) También este apartado es igual al anterior, ahora la partícula es un protón que tiene mas masa y por tanto si se sustituye en la relación anterior el valor de las diferentes magnitudes y teniendo en cuenta que la masa del protón es 1,67252.10-27 kg.
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d) El apartado es idéntico a los ya resueltos en el primer y en el segundo ejercicio, apartado b). Por tanto, sustituyendo, el resultado es
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Nota: Compárense los órdenes de magnitud de los resultados en los diferentes apartados y razónese sobre en qué escala son importantes los efectos ondulatorios de la materia.  Esta nota también vale para los resultados del problema 2.

4. Se acelera un electrón sometiéndolo a una diferencia de potencial de 60 V.

a) ¿Cuánto vale su impulso lineal y su velocidad? 

El apartado ya ha sido resuelto para el problema 3 apartados a) y b), aunque para otro voltaje. Por tanto:
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  v = p/m = 4,2.10-24/9,109.10-31= 4,6.106 m/s = 4.600 km/s
b) Suponiendo que la precisión con la que se conoce su velocidad es un 1,5% ¿Con qué precisión podemos medir la posición del electrón de forma simultánea  con su velocidad?
Es decir un 1’5% del valor de la velocidad es la indeterminación con la que se conoce esa magnitud.

v = 0,015(v) = 6,9.104 m/s
Para poder saber la indeterminación o la precisión con la que se puede conocer la posición, x,  de este electrón, he de tener en cuenta el principio de indeterminación de Heisemberg:

p.x ≥h/4
Por tanto para conocer x, necesito conocer p, que de acuerdo con la expresión de esta magnitud ha de ser: p= m v. Por tanto
x ≥ h/ m v 4= 8,4. 10-10 m = 8,4 Å
c) Supóngase ahora que se quiere estimar la posición del electrón con una incertidumbre de 1 Å ¿Con qué precisión se podría saber el valor de su impulso? Compárese el resultado con el que se obtendría si el sistema fuese una bala de cañón de 40 kg de peso que se mueve a una velocidad de 400 m/s y cuya posición se estima con una precisión de 1 mm.

De acuerdo con el principio de indeterminación de Heisemberg, no puedo conocer a la vez, con toda precisión el impulso y la posición de una partícula en su movimiento, por tanto, si la precisión con la que quiero determinar la posición de la partícula es de 1 Å, la precisión con la que puedo conocer el valor de su impulso es:
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es decir la indeterminación (error) es sólo un orden de magnitud menor que el valor de esa magnitud.

En el de la bala de cañón, p = m.v = 40. 400 = 16. 103 kg.m/s

   La imprecisión ahora   tan sólo es de 1 mm;              x= 1 mm= 1.10-3 m 

   Por tanto, la  precisión con la que puedo conocer el impulso es: 
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 Es decir 36 órdenes de magnitud más pequeño.

Compárese en uno y otro caso la importancia relativa de los errores intrínsecos de los valores de las magnitudes.

5. En una cuerda de guitarra pulsada, la frecuencia de la onda estacionaria de longitud de onda más larga se llama frecuencia fundamental. La onda estacionaria con un nodo interior se llama primer sobretono, la de dos nodos se llama segundo sobretono y así sucesivamente. ¿Cuál es la longitud de onda del tercer sobretono de una cuerda de quitarra de 61 cm?

El tercer sobretono ha de tener tres nodos, es decir en la longitud total de la cuerda de la guitarra han de caber exactamente dos longitudes de onda. Por tanto  = 61/2 = 30,5 cm
6. Compruebe que el segundo postulado de Bohr es la consecuencia de considerar al electrón como una onda estacionaria que se mueve en una esfera. Para la demostración considere que el movimiento es solo en dos dimensiones, es decir una órbita plana y circular.

                  [image: image23.jpg]o>




Observe el dibujo (a) de la figura anterior.

Para que la onda sea estacionaria, la longitud de la circunferencia donde está confinado el electrón, L,  debe contener un número entero de veces la longitud de la onda, . Es decir:

            L = n ;   n = 1, 2, 3, ….

Si r, es el radio de la circunferencia

              2 r = n ;   

De acuerdo con el principio de L. de Broglie =h/p; siendo p=mv
Es decir: 2 r = n (h/mv) 

               mvr = n (h/2 )  que es el segundo postulado de Bohr
En otras palabras, en el segundo postulado de Bohr está implícita la consideración del electrón como una onda estacionaria, si bien considera que se mueve en un solo plano. 

7. En el modelo de partícula que se mueve en una caja ¿Cuál es la longitud de onda del tercer sobretono si la caja tiene una longitud de 100 pm?

[image: image24.jpg]



Este problema es exactamente igual al número 5, la diferencia estriba en la longitud de la caja. Puesto que se  habla también de tercer sobretono n=4, estamos en el mismo caso anterior. Así que  = 100/2 = 50 pm

8. Escriba la ecuación de onda de un electrón en una caja unidimiensional en el estado n=4. La longitud de la caja L=2,0 Å
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. Particularizando, l=2 y n=4  (x) = sen(x)

a) ¿En qué valores es máxima la probabilidad de encontrar al electrón?

Para ver en qué valores la probabilidad es máxima, habremos de determinar (x)2 y ver cuales son sus puntos de máximo, es decir determinar su primera derivada, obtener los puntos que hacen esta primera derivada cero, obtener la segunda derivada y comprobar cuales de estos puntos hacen que la segunda derivada tenga valores negativos. 

También podemos observar que la función (x)2 va tener sus valores máximos en aquellos puntos en los que la función (x) adquiera sus valores máximos y mínimos, lo que es lo mismo cuando adquiera los valores de +1 ó -1. Esto es así cuando el ángulo valga /2, ó 3 /2 ó 5/2… es decir 
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, donde k es un número entero, 0,1, 2, 3,…
Por tanto: x = 
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. Despejando x en esta igualdad
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; Si k=0; x=1/4 = 0,25 Å

               Si k=1 x=3/4= 0,75 Å

               Si k= 2, x= 5/4 = 1,25 Å
Si k= 3, x= 7/4 = 1,75 Å
Si k= 4, x= 9/4 = 2,25 Å; fuera de la caja
Ya no podemos dar más valores a k, porque si no x>2, y esa es la longitud máxima de la caja.
b) ¿En qué valores la probabilidad es cero?

La probabilidad será cero cuando la función también sea cero. Podemos hacer este cálculo matemáticamente, como en el apartado anterior o simplemente por inspección del gráfico del apartado c), llegar a la conclusión que se anula para x= 0,5; 1,0 y 1,5 Å
Para calcularlo matemáticamente hemos de tener en cuenta que la función se anula si el ángulo vale 0, , 2, etc. y que por tanto la condición es:

x = 
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, donde k es un número entero, 0,1, 2, 3,…
c) Dibuje la función de onda del sistema en ese estado

                              [image: image30.png][ES T

10 12515




d) ¿Cuál es la probabilidad de encontrar al electrón entre L= 0 y L=0,5 Å?

Tal como se observa en la figura, entre 0 y 0,5 Å está contenida ¼ de la función total, por tanto debe haber ¼ de la probabilidad total de encontrarla, es decir 0,25 o lo que es lo mismo un 25%

e) ¿Cuál es la energía del sistema? Exprese el resultado en Julios.

De acuerdo con lo que se ha expuesto en teoría, 
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Para este estado n=4, m= 9,109.10-31 kg, l=2.10-10 m
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9. Puede suponerse, en una primera aproximación, que un electrón en un orbital molecular de tipo pi, se comporta según el modelo de una partícula en una caja de potencial, cuya longitud es la del enlace molecular. Asumiendo que para la molécula de eteno (C2H4) la longitud de enlace C=C es 1,34 Å, 

a) Calcular la frecuencia de la radiación electromagnética necesaria para pasar al electrón del enlace pi C=C desde su estado fundamental (n=1) al primer excitado (n=2) 

b) ¿Cuál es la longitud de onda del electrón en el primer estado excitado?

Para una partícula en una caja, la energía de sus estados estacionarios viene dada por la ecuación:

                 
[image: image32]
Si se particulariza para el electrón m= 9,1091 10-31 kg y si se particulariza para una caja de anchura un enlace C=C,         l=1,34.10-10 m

a) Si un electrón pasa de su estado n=1 a n=2, la energía que ha tenido que absorber es:
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energía que le ha sido cedida por un fotón cuya frecuencia , debe cumplir que 
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 sustituyendo los valores numéricos
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b) El primer estado excitado es el n=2.

     Tal como habíamos visto en estas condiciones en las dimensiones de la caja cabía exactamente 1 longitud de onda, por tanto la longitud de onda del electrón en este estado es 1,34 Å

� EMBED Equation.3  ���
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; n=1,2,3...
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